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Invariant variational problems



守恒量 对称性

诺特定理



守恒律是物理学的基本规律

•能量守恒

•动量守恒

•角动量守恒

•电荷守恒



角动量𝐿 = Ԧ𝑥 × Ԧ𝑝 守恒



对称性

• 时间平移（时间均匀）

• 空间平移（空间均匀）

• 空间转动对称性（空间各向同性）

。。。



光的反射

光的折射：斯涅尔定律

𝑛1

𝑛2

费马原理：光程最短



费马原理：光程最短

均匀介质中：
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最小作用量原理

给定𝑡 = 𝑎和𝑡 = 𝑏时刻𝑥𝜇的取值，系统运动使得

作用量 S = 取最小值。

作用量取极值的条件 ⟺ 欧拉-拉格朗日方程

variational problem



例：均匀介质中光的传播

S =
1

𝑣

欧拉-拉格朗日方程：
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例：均匀引力场中 𝐿 =动能 −势能

=
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𝑚（ ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2）−𝑚𝑔𝑧

欧拉-拉格朗日方程
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牛顿第二定律



在经典力学中

最小作用量原理 牛顿第二定律

最小作用量原理更加普适，自然界的所有已知的
物质和基本相互作用都可以用作用量描述。

广义相对论：𝑆 =
1

16𝜋𝐺
∫ 𝑑𝑥4 −𝑔 𝑅



定义正则动量

欧拉-拉格朗日方程

空间平移不变性⟹动量守恒

例：均匀引力场中 𝐿 =
1

2
𝑚（ ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2）−𝑚𝑔𝑧

𝑥方向： 𝑝𝑥 =
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑥
= 𝑚 ሶ𝑥 平移不变⟹动量守恒

𝑧方向： 𝑝𝑧 =
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑧
= 𝑚 ሶ𝑧 平移不变⟹动量守恒



定义哈密顿量

则利用欧拉-拉格朗日方程可得：

时间平移不变性⟹能量守恒

例： 𝐿 =动能 −势能 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2 −𝑚𝑔𝑧

𝐻 =动能 +势能 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2 +𝑚𝑔𝑧





考虑无穷小变换，

若 𝑆 = ∫𝑎
𝑏
𝐿 𝑡, 𝑞𝜇 , ሶ𝑞𝜇 𝑑𝑡 在变换下满足

𝑆 𝑞𝜇′ 𝑡′ − 𝑆 𝑞𝜇 𝑡 ∼ 𝑜(𝜖)

则称作用量在这个变换下是不变的，即对称的。

• 若 𝜖是一个常数，则称为全局（global）对称性

• 反之，则称为局域（local）对称性



诺特第一定理：作用量的任意一个全局的
连续对称性都对应一个守恒量



空间平移⟺动量守恒

时间平移⟺能量守恒

转动对称性⟺角动量守恒

波函数相位平移对称性⟺电荷守恒



广义相对论中能量守恒吗？

广义相对论具有广义协变性，这种对称性是这种
对称性是局域对称性

诺特第二定理指出局域对称性不给出守恒量

因而能量守恒在广义相对论中是不同的

渐进平直时空下的总能量守恒





对称性是近代理论物理的指导原则

基本粒子标准模型具有规范对称性



镜像对称性⟺宇称守恒

李政道、杨振宁提出
弱相互作用下的宇称不守恒

1957年吴健雄等人实验证实



• 电磁相互作⽤ 

• 弱相互作⽤ 

• 强相互作⽤ 

• 引⼒相互作⽤

⾃然界 

四⼤基本相互作⽤

近代物理 

两⼤⽀柱

• 量⼦⼒学 

• ⼴义相对论

量⼦引⼒理论 

（ 超弦理论？）

当代物理 

⼀⼤深刻问题

检验理论的试金石： 黑洞， 早期宇宙


