
量⼦引⼒，随机矩阵与

玛丽安·⽶尔札哈尼的递推公式


孔令欣

清华⼤学丘成桐数学科学中⼼



玛丽安·⽶尔札哈尼

•玛丽安为伊朗数学家，⽣于伊朗德⿊兰，数学家，⼥，专⻓于⼏何学，研究领域包括泰希⽶
勒理论（英语：Teichmüller theory）、双曲⼏何、遍历理论及⾟⼏何。⾃2008年9⽉1⽇起
成为斯坦福⼤学的数学教授。


•⽶尔札哈尼为2014年菲尔兹奖得主之⼀，也是获得这个数学奖项的⾸位⼥性及⾸位伊朗⼈。
⽶尔札哈尼因为在曲⾯对称性研究的贡献⽽得奖。


• 2017年7⽉15⽇，玛丽安·⽶尔札哈尼因病去世。



双曲⼏何


<latexit sha1_base64="kjGAvYegn0ieP7I+PD9rONUNhIE=">AAAB/nicbVDLSgMxFL1TX7W+RsWVm2ARBLHMFF8boejGZQX7gHYsmTTThmYeJBlxHAr+ihsXirj1O9z5N6btLLT1QG4O59xLbo4bcSaVZX0bubn5hcWl/HJhZXVtfcPc3KrLMBaE1kjIQ9F0saScBbSmmOK0GQmKfZfThju4GvmNeyokC4NblUTU8XEvYB4jWGmpY+483JXRIUp0PUKPul7o2+6YRatkjYFmiZ2RImSodsyvdjcksU8DRTiWsmVbkXJSLBQjnA4L7VjSCJMB7tGWpgH2qXTS8fpDtK+VLvJCoU+g0Fj9PZFiX8rEd3Wnj1VfTnsj8T+vFSvv3ElZEMWKBmTykBdzpEI0ygJ1maBE8UQTTATTuyLSxwITpRMr6BDs6S/Pknq5ZJ+WTm6Oi5XLLI487MIeHIANZ1CBa6hCDQik8Ayv8GY8GS/Gu/Exac0Z2cw2/IHx+QM/OZJ1</latexit>

x2 + y2 � z2 = �1
<latexit sha1_base64="8Io+6A1Vt2VTqh50g2m0HKK01GA=">AAAB/XicbVDJSgNBEK2JW4zbuNy8NAZBEMJMcLsIQS8eI5gFkjH0dHqSJj0L3T1iMgR/xYsHRbz6H978GzuTOWjigy4e71VR1c+NOJPKsr6N3MLi0vJKfrWwtr6xuWVu79RlGAtCayTkoWi6WFLOAlpTTHHajATFvstpwx1cT/zGAxWShcGdGkbU8XEvYB4jWGmpY+493pfRMRqmdaTrJUJ2xyxaJSsFmid2RoqQodoxv9rdkMQ+DRThWMqWbUXKSbBQjHA6LrRjSSNMBrhHW5oG2KfSSdLrx+hQK13khUK/QKFU/T2RYF/Koe/qTh+rvpz1JuJ/XitW3oWTsCCKFQ3IdJEXc6RCNIkCdZmgRPGhJpgIpm9FpI8FJkoHVtAh2LNfnif1csk+K53enhQrV1kcediHAzgCG86hAjdQhRoQGMEzvMKb8WS8GO/Gx7Q1Z2Qzu/AHxucPzemSPA==</latexit>

x2 + y2 + z2 = 1

courtesy https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_space

正曲率 负曲率



双曲黎曼曲⾯
• ⼆维的（黎曼）曲⾯有不同的拓扑。
⼀个重要的概念是曲⾯的亏格， ⼤概
就是它的“孔”的数量。 比如说，⼀个
球体的亏格为0，⽽⼀个圆环的亏格
为1。


• 负曲率的⾯，也可以构成有多边界以
及不同的拓扑的曲⾯


• 相同拓扑⽽⼏何不同的曲⾯有很多。
这些曲⾯可以⽤⼀些参数 （模/
moduli)来描述。


• 可能的参数就构成⼀个参数空间或者
说模空间。

courtesy arXiv:1903.11115

courtesy https://zh.wikipedia.org/wiki/



模空间的⼀个简单例⼦ — 

甜甜圈的模空间

• 不同形状的甜甜圈可以⽤复参
数 来描述。 <latexit sha1_base64="hnLXyj98SyWJxboWlxO2Ayd1ueI=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSTi17HoxWMFawttKJvtpl26uwm7E6GE/gUvHhTx6h/y5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvTAQ36HnfTmlldW19o7xZ2dre2d2r7h88mjjVlLVoLGLdCYlhgivWQo6CdRLNiAwFa4fj29xvPzFteKwecJKwQJKh4hGnBHOphyTtV2te3ZvBXSZ+QWpQoNmvfvUGMU0lU0gFMabrewkGGdHIqWDTSi81LCF0TIasa6kikpkgm906dU+sMnCjWNtS6M7U3xMZkcZMZGg7JcGRWfRy8T+vm2J0HWRcJSkyReeLolS4GLv54+6Aa0ZRTCwhVHN7q0tHRBOKNp6KDcFffHmZPJ7V/cv6xf15rXFTxFGGIziGU/DhChpwB01oAYURPMMrvDnSeXHenY95a8kpZg7hD5zPHyRtjlI=</latexit>⌧



⽶尔札哈尼递推公式
• 记亏格为g， 并且有n 个 
边界的双曲⾯模空间可以给出度规。


• ⼀个度量叫Weil-Peterson form。这个度量下 
可以计算模空间的体积  。


•    的拉普拉斯变换 

•它们适应⼀递推公式:   ( ， I,I′ are subsets of the arguments 

z2,...,zn and |I| is the number of elements in subset I. )

<latexit sha1_base64="zf5pzVXvJkdq6qz6uayFm7BqiUQ=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcKu+DoGvXiMYB6QLGF2MpsMmZ1dZnqFsOQjvHhQxKvf482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkQKg6777RRWVtfWN4qbpa3tnd298v5B08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwupv6rSeujYjVI44T7kd0oEQoGEUrtZq9bHCmJr1yxa26M5Bl4uWkAjnqvfJXtx+zNOIKmaTGdDw3QT+jGgWTfFLqpoYnlI3ogHcsVTTixs9m507IiVX6JIy1LYVkpv6eyGhkzDgKbGdEcWgWvan4n9dJMbzxM6GSFLli80VhKgnGZPo76QvNGcqxJZRpYW8lbEg1ZWgTKtkQvMWXl0nzvOpdVS8fLiq12zyOIhzBMZyCB9dQg3uoQwMYjOAZXuHNSZwX5935mLcWnHzmEP7A+fwBKNiPeA==</latexit>

Vg,n
<latexit sha1_base64="zf5pzVXvJkdq6qz6uayFm7BqiUQ=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcKu+DoGvXiMYB6QLGF2MpsMmZ1dZnqFsOQjvHhQxKvf482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkQKg6777RRWVtfWN4qbpa3tnd298v5B08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwupv6rSeujYjVI44T7kd0oEQoGEUrtZq9bHCmJr1yxa26M5Bl4uWkAjnqvfJXtx+zNOIKmaTGdDw3QT+jGgWTfFLqpoYnlI3ogHcsVTTixs9m507IiVX6JIy1LYVkpv6eyGhkzDgKbGdEcWgWvan4n9dJMbzxM6GSFLli80VhKgnGZPo76QvNGcqxJZRpYW8lbEg1ZWgTKtkQvMWXl0nzvOpdVS8fLiq12zyOIhzBMZyCB9dQg3uoQwMYjOAZXuHNSZwX5935mLcWnHzmEP7A+fwBKNiPeA==</latexit>

Vg,n

<latexit sha1_base64="Z6ZDIiqs3ANYgSfZJTyFTuswbQA=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNgNvo5BLx4jmAckS5idzCZDZmeXmV4hLPkILx4U8er3ePNvnCR70MSChqKqm+6uIJHCoOt+Oyura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwaeJUM95gsYx1O6CGS6F4AwVK3k40p1EgeSsY3U391hPXRsTqEccJ9yM6UCIUjKKVWs1e5p5XJ71S2a24M5Bl4uWkDDnqvdJXtx+zNOIKmaTGdDw3QT+jGgWTfFLspoYnlI3ogHcsVTTixs9m507IqVX6JIy1LYVkpv6eyGhkzDgKbGdEcWgWvan4n9dJMbzxM6GSFLli80VhKgnGZPo76QvNGcqxJZRpYW8lbEg1ZWgTKtoQvMWXl0mzWvGuKpcPF+XabR5HAY7hBM7Ag2uowT3UoQEMRvAMr/DmJM6L8+58zFtXnHzmCP7A+fwBeZyPBQ==</latexit>

V0,2

<latexit sha1_base64="2Y96BFZVvoY3rNcOtUwA50HHMLg=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcJufB6DXjxGMA9IljA7mSRDZmeXmV4hLPkILx4U8er3ePNvnCR70MSChqKqm+6uIJbCoOt+O7mV1bX1jfxmYWt7Z3evuH/QMFGiGa+zSEa6FVDDpVC8jgIlb8Wa0zCQvBmM7qZ+84lrIyL1iOOY+yEdKNEXjKKVmo1uWjk7n3SLJbfszkCWiZeREmSodYtfnV7EkpArZJIa0/bcGP2UahRM8kmhkxgeUzaiA962VNGQGz+dnTshJ1bpkX6kbSkkM/X3REpDY8ZhYDtDikOz6E3F/7x2gv0bPxUqTpArNl/UTyTBiEx/Jz2hOUM5toQyLeythA2ppgxtQgUbgrf48jJpVMreVfny4aJUvc3iyMMRHMMpeHANVbiHGtSBwQie4RXenNh5cd6dj3lrzslmDuEPnM8ffi+PCA==</latexit>

V2,3

courtesy arXiv:1903.11115



量⼦⼒学

• 学过⽜顿⼒学的同学们，我们知道粒⼦
的运动可以通过⽜顿第⼆定律算出来。

。这个公式哪⾥来的呢？


• 找出经典的轨迹有点像计算光的轨迹— 
费⻢原理。 光线传播的路径的近似是光
程最短的路径s。


• 按照⽜顿⼒学运动的粒⼦，这个轨迹选
择最⼩化S 。（只是这个S 不是光
程。）

<latexit sha1_base64="GJTn/dRysAnMAQLXhT5SmrB2oX8=">AAAB+XicbZDLSgMxFIYz9VbrbdSlm2ARXJUZ8bYRioK4rGAv0A4lk562oUlmSDKFMvRN3LhQxK1v4s63MZ3OQlt/CHz85xzOyR/GnGnjed9OYWV1bX2juFna2t7Z3XP3Dxo6ShSFOo14pFoh0cCZhLphhkMrVkBEyKEZju5m9eYYlGaRfDKTGAJBBpL1GSXGWl3XFZ0xUEzwDc7gvuuWvYqXCS+Dn0MZ5ap13a9OL6KJAGkoJ1q3fS82QUqUYZTDtNRJNMSEjsgA2hYlEaCDNLt8ik+s08P9SNknDc7c3xMpEVpPRGg7BTFDvVibmf/V2onpXwcpk3FiQNL5on7CsYnwLAbcYwqo4RMLhCpmb8V0SBShxoZVsiH4i19ehsZZxb+sXDyel6u3eRxFdISO0Sny0RWqogdUQ3VE0Rg9o1f05qTOi/PufMxbC04+c4j+yPn8AZn4klo=</latexit>

m~a = ~F

<latexit sha1_base64="mw7cOlE9GzvlXYAJu1SCmxToShg=">AAACGXicbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYVEgMVZVUvBYkBAtjEfQhNW3kuA5YOE5k3yCqKL/Bwq+wMIAQI0z8De5jgJYj2To65x7Z9wSJ4Boc59uamZ2bX1gsLBWXV1bX1u2NzYaOU0VZncYiVq2AaCa4ZHXgIFgrUYxEgWDN4O584DfvmdI8ltfQT1gnIjeSh5wSMJJvO1cn2OMS/Ax8nnfNHea4B9gre2XshYrQzM2zao69Xgz4oVv17ZJTcYbA08QdkxIao+bbnyZK04hJoIJo3XadBDoZUcCpYHnRSzVLCL0jN6xtqCQR051suFmOd43Sw2GszJGAh+rvREYirftRYCYjArd60huI/3ntFMLjTsZlkgKTdPRQmAoMMR7UhHtcMQqibwihipu/YnpLTB1gyiyaEtzJladJo1pxDysHl/ul07NxHQW0jXbQHnLRETpFF6iG6oiiR/SMXtGb9WS9WO/Wx2h0xhpnttAfWF8/y+ifjA==</latexit>

S =

Z tf

ti

dt
1

2
ẋ2

t t

• S[x(t)] 是“作⽤量”，它是⼀个“泛函” 。意思是给
定⼀个函数x(t) 描述从a 到b 的路径， S[x(t)] 会
算出来⼀个数。学过⽜顿⼒学的同学们，描述⼀
个⽜顿⼒学中⾃由粒⼦的作⽤量是




量⼦⼒学
• 量⼦⼒学粒⼦是否从a 点跑到b点可以给
出⼀个概率。这个概率是从⼀个所谓``概
率幅”决定的。这个概率幅的计算⽅法，
是这样的： 

 


•  Dx(t) 意思是把所有路径的贡献全部加
起来。


• 量⼦⼒学告诉我们除了经典路径所有其
他路径都有影响的，甚⾄可以互相⼲涉 
— 情形有点像⽔波⼀样。

<latexit sha1_base64="zGl1/ujvyPEzfshhQurCKxTwm0Y=">AAACFXicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLEIFKYn4Woq6cFnR2kISy2Q6sUMnkzBzI5aQn3Djr7hxoYhbwZ1/46TtwteBC4dz7uXee4JEcA22/WmVJianpmdm58rzC4tLy5WV1Ssdp4qyJo1FrNoB0UxwyZrAQbB2ohiJAsFaQf+k8Fu3TGkey0sYJMyPyI3kIacEjNSpbHtcQodcB/j0rgZb2NvG7DrzQkVoxvPM6wVE5Rdu4fl5p1K16/YQ+C9xxqSKxmh0Kh9eN6ZpxCRQQbR2HTsBPyMKOBUsL3upZgmhfXLDXEMliZj2s+FXOd40SheHsTIlAQ/V7xMZibQeRIHpjAj09G+vEP/z3BTCQz/jMkmBSTpaFKYCQ4yLiHCXK0ZBDAwhVHFzK6Y9YhIBE2TZhOD8fvkvudqpO/v1vfPd6tHxOI5ZtI42UA056AAdoTPUQE1E0T16RM/oxXqwnqxX623UWrLGM2voB6z3L0Cvnko=</latexit>Z b

a
Dx(t) e

i
~S[x(t)]

<latexit sha1_base64="zGl1/ujvyPEzfshhQurCKxTwm0Y=">AAACFXicbVDLSsNAFJ3Ud31VXboZLEIFKYn4Woq6cFnR2kISy2Q6sUMnkzBzI5aQn3Djr7hxoYhbwZ1/46TtwteBC4dz7uXee4JEcA22/WmVJianpmdm58rzC4tLy5WV1Ssdp4qyJo1FrNoB0UxwyZrAQbB2ohiJAsFaQf+k8Fu3TGkey0sYJMyPyI3kIacEjNSpbHtcQodcB/j0rgZb2NvG7DrzQkVoxvPM6wVE5Rdu4fl5p1K16/YQ+C9xxqSKxmh0Kh9eN6ZpxCRQQbR2HTsBPyMKOBUsL3upZgmhfXLDXEMliZj2s+FXOd40SheHsTIlAQ/V7xMZibQeRIHpjAj09G+vEP/z3BTCQz/jMkmBSTpaFKYCQ4yLiHCXK0ZBDAwhVHFzK6Y9YhIBE2TZhOD8fvkvudqpO/v1vfPd6tHxOI5ZtI42UA056AAdoTPUQE1E0T16RM/oxXqwnqxX623UWrLGM2voB6z3L0Cvnko=</latexit>Z b

a
Dx(t) e

i
~S[x(t)]

还原经典的⼒学，⽜顿第⼆定律给出的路径正
好让S 最⼩化！普朗克常数趋于0时，只有这⼀
条路径对这个路径积分有贡献。离开这个经典
极限，其他路径也会有贡献，需要把他们全部
加起来 — 这就是量⼦⼒学的路径积分

t t



量⼦引⼒？
• 引⼒理论的作⽤量 Einstein -Hilbert Action ，描述时空在物质的影响下⼏

何的变化。 


• 爱因斯坦⽅程  可以通过把作⽤量最⼩化求取。
g 是度规，告诉我们空间的⼏何。通过爱因斯坦⽅程求解，我们就知道在
物质的作⽤下时空如何弯曲和演化。 


• 与粒⼦的量⼦⼒学相对比，量⼦引⼒⼀个构造⽅法就是定义度规的路径积
分 — 给定边界条件，把所有可以接连这些边界的⼏何“全部加起来”  — 在
我们的四维时空世界，我们⽬前不知道怎样可以把⼏何“全部加起
来”。。。因此量⼦引⼒的完整路径积分⽬前为⽌是⼀个基础理论物理最重
要的前沿研究课题。



2维量⼦引⼒ - 

Jakiw-Teitelboim 引⼒理论

• 物理学家先在低维尝试⼀下，看看能不能得到⼀些有⽤的
经验推⼴到⾼维去。 


• 2维时空间是⼀个相对最简单的情形。时空是⼆维的黎曼
⾯。与此同时，最近⼏年，⼤家对⼀个很特殊的⼆维引⼒
作⽤量叫Jakiw-Teitelboim 理论感兴趣： 




• 在此理论中的“爱因斯坦⽅程” 的解都是双曲黎曼⾯！



2维量⼦引⼒ - 

Jakiw-Teitelboim 引⼒理论

• 给定边界条件（n 个边界）， 
JT 引⼒理论的路径积分，可以写成 




•  
 


• ⻩⾊部分正是⽶尔札哈尼所研究的模空间体积！


• 她的递推公式协助物理学家计算出JT 引⼒理论的路径积分。



算出来⼜怎么样？ — 引⼒与混沌

• 算出这样的路径积分，对我们理解引⼒有什么意义呢？


• 在引⼒的研究中，在很多半经典分析中（比如在⿊洞附近
分析物质的演化）发现⿊洞会蒸发掉，放出热辐射。


• 信息（比如⼀本书）扔到⿊洞⾥⾯，在⿊洞蒸发的过程
中，这本书的信息会混到热辐射⾥⾯，很难看出本来的书
的内容 （霍⾦甚⾄认为信息彻底丢失 — 这就是有名的⿊洞
信息悖论 — 因为信息在量⼦演化过程中彻底丢失了是违反
量⼦⼒学的基本假设的）



算出来⼜怎么样？ — 引⼒与混沌

• 在2维JT 引⼒我们可以讨论⼀个非常类似⿊洞蒸发的问题，通过做路径积分，证明信息
没有丢失。  
Penington, JHEP 09 (2020) 002; Almheiri, Engelhardt, Marold, Maxfield JHEP 12 (2019) 063 

• 虽然信息没有丢失，可是量⼦引⼒的演化把信息打乱了。这与（量⼦）混沌现象非常相
似。


•混沌现象的⼀个非常有名的例⼦就是三体问题


•量⼦⼒学中也有混沌现象的推⼴。  
粗略地说，在量⼦⼒学的演化（这个路径积分）  

也可以写成   , 其中H 就是著名的哈密顿量，是⼀个厄⽶矩阵。⼀个量⼦混沌系统
的H 有很多物理性质可以利⽤⼀个随机抽样的随机矩阵模拟出来。


•如果引⼒理论跟量⼦混沌系统有关系，那么我们之前讨论的路径积分（对双曲黎曼曲⾯
的求和） 是否能跟随机矩阵拉上关系呢？

<latexit sha1_base64="XWI/AAAgF1FzNsCAhFKvB2zkDAg=">AAAB8HicbVDLTgJBEJzFF+IL9ehlIjHxRHaNryPRC0dM5GFgJbNDAxNmdjczvSZkw1d48aAxXv0cb/6NA+xBwUo6qVR1p7sriKUw6LrfTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h80TJRoDnUeyUi3AmZAihDqKFBCK9bAVCChGYxup37zCbQRUXiP4xh8xQah6AvO0EoP8JgKWqU46RZLbtmdgS4TLyMlkqHWLX51ehFPFITIJTOm7bkx+inTKLiESaGTGIgZH7EBtC0NmQLjp7ODJ/TEKj3aj7StEOlM/T2RMmXMWAW2UzEcmkVvKv7ntRPsX/upCOMEIeTzRf1EUozo9HvaExo4yrEljGthb6V8yDTjaDMq2BC8xZeXSeOs7F2WL+7OS5WbLI48OSLH5JR45IpUSJXUSJ1wosgzeSVvjnZenHfnY96ac7KZQ/IHzucPJICP/g==</latexit>

eiHt



引⼒与混沌 — 随机矩阵
• 对于Lx L  厄⽶矩阵H，我们可以定义⼀个函数R （resolvent） 

  这⾥的  是这个LxL 厄⽶（Hermitian）矩阵H的特征值。有
L 个。


• H 是⼀个随机抽样的Lx L  厄⽶矩阵，我们可以考虑这样⼀个平均值，在L 很⼤的时候能被展开： 




• 神奇的事情发⽣了：设  


• 这个东⻄刚好符合前⾯提到⽶尔札哈尼的递推公式 B. Eynard and N. Orantin ！ 
因此JT 引⼒理论的路径积分，可以写成随机矩阵的Resolvent 的求和。⾄少在低维，引⼒与混沌系
统得到非常具体的联系，印证了⼀直以来⾼维引⼒研究的⼀些直觉！
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e.g. 
2x2 Hermitian matrix

         …..
H1

H4H3H2

H2

期望/平均值：
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期望值:     
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e.g. 扔硬币， 出现 或 的概率各⼀半 。

x=+1 x=-1

x 的期望值 = 1/2 . 1 + 1/2（-1） = 0.      意思是出现字/花的次数在扔了很多次之后趋于相同。



结语：
• 构造⾼维量⼦引⼒仍然是⼀个未解
的谜团


• 数学与物理有着深刻的联系


• 不同的数学分⽀，看似毫无关系的
⽅向，往往会出现奇迹⼀般的关
联 — 双曲⾯与随机矩阵的故事是
这些联系的冰⼭⼀⾓


• 希望同学们继续参与这个神奇的探
索过程


• 并向⽶尔札哈尼教授致敬！
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